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Gleichverteilte Folgen in lokal kompakten Riumen

leitung

Fir eine gegebene Folge s-z-{xn} in [0,00[ und beliebige nicht-
ative Zahlen a,b (0$a< bs oo) sei x[a,b[ die charakteristische
ktion des Intervalles [ a,b[ und A(?;a,b;N)'definiért durch

N
Afia, 05 = 2 Ko, G

n=1

anntlich heisst eine Folge ? in [0,1[ in diesem Intervall gleich-

teilt (glv.), wenn
1im  AGia,biN) o sy alle a,b (0£a< b3 1)

N~— N

Es seien fir ein beliebiges abgeschlossenes Intervall [a,b]
Sa<bgoo) mit C([a,b]), R([a,b]) und R+([a,b]) beziehungsweise
. Mengen aller komplexwertigen, reellwertigen, und nichtnegativen
HOwertigen stetigen Funktionen auf [a,b] bezeichnet, FUir b=oo ver-
gen wir dabei fiir eine Funktion f aus einer dieser Mengen die
stenz des endlichen Grenzwertes 1lim f(x). Eine Folge ? in [0,1[

X —>
. genau dann glv. in diesem Intervall, wenn

N 1

1

lim = Zf(x ) .~.f f(x)dx fur alle fe C([0,1])

N n

N — oo n=1 o)

t. Dies erklidrt gleichzeitig die-zumindest theoretische - Bedeu-

ig gleichverteilter Folgen fur die Approximation von Integralen.
Bei gegebener Folge ? in [0,03[ kann (1) schon deshalb nicht

» alle a,b (0$a<b<oo) gelten, weil stets A(?;a,b;N)g N ist. Ist

joch ? = {xn} glv. in [0,1[ und ist bei gegebenem c>O0 f die Folge

='cx , dann gilt, wie man leicht einsieht,
. n

. A(m;a,b; )
) lim c ( ,aNb,N) = b-a fir alle a,b (0ga<bsc).
N —> 00

s>se Beziehung ist wieder gleichwertig mit

N c .

") lim = Z cf(y ) =f f(x)dx fir alle fe C([0,c]).

N n
N = oo n=1 0




., .

Diese ﬁberlegungen sind aber offenbar unzureichend, wenn die
;ration nicht auf ein festes Intervall [O,c] beschrédnkt bleiben
, d.h, wenn mit Hilfe einer einzigen Folge {xn} fiir belgebiges
und jede beliebige Funktion f e C([0,c]) das Integralg/ f(x)dx
jen Funktiounswerten f(xn) in #hnlicher Weise wie in (29) berech-
verden soll. Dieses Ziel 1ldsst sich jedoch bei geeigneter Ab-
rung des in (2') verwendeten Summationsverfahrens tatsichlich
ichen, und zwar durch EinfUhrupg eines neuen, mit dem Lebesgue'
1 Mass dx &dquivalenten normierten Masses d¢@ auf [0,00[ mit
tiver und stetiger Radon-Nikodym-Ableitung %f . Im ersten Teil
rorliegenden Notiz werden Verteilungseigenschaften einer Folge
),co[ beziiglich der neu eingefiihrten Summationémethode unter-
:,die wie im Falle der Gleichverteilung in [0,1[ auf die spe-

le Struktur der Zahlengeraden Bezug nehmen., Auf Fragestellungen,

iuch fur Folgen in allgemeinen lokal kompakten RHumen sinnvoll

>en, wird im zweiten Teil eingegangen,




I. Folgen in [0,00[

Gleichverteilung beziiglich stetiger Verteilungsfunktionen

Unter einer Verteilungsfunktion auf dem Intervall [a,b] (Ofa<bgoo)
stehen wir im folgenden immer eine nichtnegétivwertige, monoton im
eren Sinn steigende stetige Funktion ¢ auf [a,b] , fur die ¢ (a)=0

¢p(b) = 1 gilt (fur b = + verlangen wir lim @(x) = 1). Mit ¢-1
eichnen wir die auf [0,1] (bzw. [0,1[) X3ct{hierte Umkehrfunk-
n von ¢, d.h.

px) = y@(p—l(y) =x fir agx£hb, Osys<1,

¢x) = 1-e * auf [0,0[ ist also (p—l auf [0,1[ definiert durch
(y) = -log(1-y).

Bereits Schoenberg [1] hat Gleichverteilung von Folgen bezliglich
er Verteilungsfunktion auf [0,1] definiert. Van der Corput [2] unter-
ht Verteilungseigenschaften von Folgen in [O,oo[ und Hlawka [ 3] be-
delte Hhnliche Fragen fiir Folgen in kompakten topologischen Riumen,

. folgenden Uberlegungen beziehen ihre Anregungen aus diesen und noch
erwihnenden Arbeiten. Wir beschrinken uns dabei auf Folgen in [0,[;

gen in ]-oco,+oo[ konnen in analoger Weise behandelt werden.

.1: Es sei @ eine Verteilungsfunktion auf [O,a>[ . Eine Folge ? in

oo[ heisst d¢g - glv. in [0,00[ , wenn

vim  AGG:a,bN) ¢(b)- @(a) fur alle a,b

N — o N
(02 a< bsoo)

t.

Das Differential d¢ soll hierbei das durch ¢ auf [O,oo[ definierte
)jesgue-Stieltjes-Mass andeuten (vgl. Halmos [47] § 15 (9)). d¢ -Gleich-
*teilung der Folge % kann wieder mit Hilfe des Riemann-Stieltjes-Inte-
tles beziiglich ¢ auf C([O,a{]) charakterisiert werden. Der Beweis ver-
ift in den iliblichen Bahnen ugg soll der Vollstindigkeithalber kurz an-
iihrt werden. Das Integral[ f(x)d¢ (x) einer Funktion fecC([0,0])
in hierbei sowohl. als uneigentliches Riemann-Stieltjes-Integral als

ch (mit gleichem Recht) als eigentliches Riemann-Stieltjes-Integral
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[O,oo] aufgefasst werden. Dabei wird +om als Zerlegungspunkt
lassen, f(o0) = lim £(x) und ¢(®) = 1 definiert und von den
egungsfolgeri 0 = g
.(F(xi+1)~ (p(x }:

czox < < = verlangt, dass
2 "'<Xn-1 xn—oo e gt,

is '1-'1} gegen O geht,

Ilr\ "‘

1: Die Folge % = { xn} ist dann und nur dann d¢ - glv. in [O0,®[,

1 N (e 0]
lim N Zl f(xn) =_£ f(x)de (x) fiur alle feC([0,00]).

is: Es sei (3) erfiillt und feR+([0,oo]) (es genigt, solche
tionen zu betrachten) sowie € > O gegeben, Die Funktion f kann

1 eine endliche Linearkombination g von charakteristischen Funk-

an X[ C (0 = a;< ay< ...< a, 1< 8 = @) bis auf € gleich-
ig approxlmlert werden. Dann folgt (4) aus der Abschitzung
1 N
| 22 - f £ dg() | lf(x )-g(x )| +
n=1 n—

o)
+j Ig(x)-f(x)»’ de(x) +
(0]

N e o]
N Zg(xn) —[ g(x)de (x)
n=1 o

ler Tatsache, dass der letzte Term rechts wegen (3) fiir wachsendes
.iebig klein wird.
Ist umgekehrt (4) erfullt und a,b (0<$a<bgoo) sowie £ >0 gege-
dann existieren Funktlonen f fze R ([0,00]) derart, dass

p f <
X'Ca,bl'_' undf [f (x)- (x)] de(x)< € gilt, Wir erhalten

[e o)

b)-p(a)-€ = (x)de(x)-¢ 2 [ £ (x)de(x) =
{) Y ra,nt 0/ Rt

=11mef<x> lim inf AG32,0,M

N— oo n=1 N—s N
Q) . e o]
b)-p(a)+E ={) X[a,b[(x)dcp(x)%z({ £, (x)dp(x) =
Q0
= lim -Il‘? Z f (x )> lim sup A(3;a,b;N)
N— o n=1 N— o N

omit (3).




- -

Wir schliessen an den Beweis von Satz 1 folgende einfache Bemer-
gen an:

1) In (3) kann "fir alle a,b (0fa<bg )" ersetzt werden durch
r alle a,b (0sa< b<o)" oder "fir a=0 und alle b (0<b<o0)".

2) In (4) kann C([0,®]) ersetzt werden durch R([0,00}), R+([C,oo]),
'ch die Menge L([0,[) aller Funktionen in C({0,c0]) mit kompaktem
.ger, oder durch L+([0,00C) = R+([O,oo])n L([0,00[).

3) Eine reellwertige Funktion f auf [:0,00[ heisse R-integrierbar
' [0,00] , wenn sie héchstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen
iitzt und auf [O,oo[ beschrinkt ist. Die Funktion f ist dann auf

co] beziiglich ¢ Riemann-Stieltjes-integrierbar. Eine gleichwertige

‘inition ist folgende: zu jedem & >0 gibt e(s)ozwei Funktionen
f,€R([0,00]) derart, dass f, Sf5f, undf [fz(x)—fl(x)] dp(x)<E
t. In (4) kann ''fiir alle feC([O,mJ)" er(s)etzt werden durch "fur
.e auf [0,00] R-integrierbaren Funktionen £,

Zwischen d¢-glv. Folgen in [0,oc0[ und glv. Folgen in [0,1[ be-

tht ein einfacher Zusammenhang (vgl, Schonberg [1] 15 .,):

:z 2: Es sei ¢ eine Verteilungsfunktion auf [0,c0[ . Die Folge
x}n’] ist genau dann dg-glv. in [0, [, wenn die Folge M =<yo‘§=
‘p(xn)} in [0,1[ glv. ist.

/eis: Es sei% dp-glv. in [0,0[ und g eC([0,1]). Dann gilt

: gogeC([0,00]) und

oo

1 1 N
[) g(y) dy =[0 fo¢ (dy =) £ = lim  F D fGx) =

0 N ~—» o0 n=1

1 N
= lim  © D elpkx ).
N —o00 n=1

: umgekehrt m glv. in [0,1[ und teC([0,07]), dann gilt g=f o (9—16

'0,1]) und

oo (e o) 1
f f(x) dy(x) =f g o @(x)dp(x) =f g(y)dy =
(0] o (6]
1 N 1 N
= lim 5 Zg(ql(xn)) = lim N Z f(xn).
N — 00 n=1 N—» 00 n=1

Ist also 1’2_={yn} eine glv. Folge in [0,1[, dann ist 1;': t\p_l o ’Vl‘:
(f-l(yn)% de-glv. in [O,oo[ und dér ﬁbergang von " zu
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" om liefert simtliche d¢ -glv. Folgen in [0,00 [ .

Diskrepanz bezliglich einer Verteilungsfunktion auf [0,0[

In der Theorie der Gleichverteilung wird die Diskrepanz D(7,N)

ler Folge M= {yn§ in [0,1[ folgendermassen definiert:

D(p,M) = sup A02,0iN _ (hgy | |
O¢<ac<bsl

anntlich ist N genau dann glv. in [0,1 f, wenn 1lim Dm,N) =0
t. (Weyl [5] ). ' N 00

[
¢ eine Verteilungsfunktion auf [0,o0[ und setzen wir fiir Oga< b
. . -1 - , -1 oo =1
=¢ (@), b' =9 "(b) (=oo fur b=1) und §=9 " oq={¢" ()}, ¢
t
A@;a,b;N) = A(%;a',b';N).

inieren wir also

D,(JM = sup l AGLBN ((P(b)-‘f?(a))l ,

O¢a<bg o
folgt

D(M,N) = D‘F((P—l on,N)

1. [5] Satz 7). Damit erhalten wir das folgende, nattrlich auch
cht direkt zu beweisende Ergebnis, das auch zum Beweis von Satz 2

te verwendet werden kénnen.

z 3. Die Folge ?: {xn} ist genau dann d¢ -glv. in [0,00| , wenn

lim D (?,N) = 0.
N — 00
Die Bedeutung der Diskrepanz wird auch durch einen Satz von
sma [7] aufgezeigt, den wir in einer etwas verallgemeinerten
nulierung wiedergeben. Der Beweis ist im wesentlichen derselbe

bei Koksma.,

E_é' Es sei ¢ eine Verteilungsfunktion und f eine reellwertige
ktion mit beschrédnkter Schwankung V(f) auf dem festen Intervall

0] (Foog a<bg+00). Es sei 5 =1 xn} eine Folge in [a,b[ und




ann gi:

eweis:

obei f

enn g

I

Dy(§. M) = gup. ] Ay (cp(y)-'tpcx»l.
1< (°
I N f:'lf(xn) -Ja f(x)d¢ (x) | S V(f).D(P(§,N)
fir alle Nz 1,
1t

b
C @(x)df(x) +

—

N b
£G)dg (- ) £(x ) = NEGIPG) [ =N
a

n=1

Mz »

f(x )
n

n=1

I

S b
SNE® - Y £(x) - N[ pedrm
a

N b b
= > [ at - N[ et s
n=1 x a
n
N b b
< 5Ty (x)df(x) - N [ p (x) df (x)
= J 1%, Joe '
n=1 a n a

e beliebige reellwertige Funktion g auf (a,b]

m _
£(x) = lim sup{ 7 eGPl -1, D] mz1,
J—=0 i=1

i[yi_l,yi}, max {_min [f(yi)-f(yi_l), yifyi;ll}élx}

12i$m

nzige Unstetigkeiten in_]a,bL an endlich vielen Stelle

. < zk< b) Sprunge von der Hohe Sj (12 j£Kk) besitzt, s

VA

1 k-1 Zj+1
£ (x) =/ g(x)df(x) + 2 f g(x)df(x) +
a j=1 z.
J
.b k
+J£ g(x)f(x)dx + z; sj lim [f(zj+e)-f(zj—§)1
j=1 E—~0

k




sraus folgt insbesondere

b N

£2 3 tay a0 o100 -

N b
:Z;lfa )/an’bj(x)df(x)

a n=1

L. I b
= . (x ) df (x) =uf A(¥;a,x;N) df(x).
.£ ééi XLa,x[ n A ; !
b
das Riemann-Stieltjes-Integral fv-N?(x)df(x) existiert, gilt ED o
. a
b b b
A(?;a,x;N)df(x) - N‘/ ¢ (x)df (x) =j’ [A(?;a,x;N) ‘]df(x).
a a a
* erhalten somit
b N b _
N f f(x)dg(x) - Z: f(xn)gJ/ [A(E;a,x;N) - N(?(x)-w(aﬁl
a n=1 a
¢ V(£)ND_(%,N)
Pl
dieselbe Ungleichung fiur die Funktion -f gilt, erhalten wir -

ptung.

Verteilungsfunktionen mit positiver stetiger Ableitung

Es sei eine Funktion he.R+( 0,0 ) mit folgenden Eigenscha
eben:
h(x)> O fir alle xe¢ [O,oo[
- 00

JO h(x)dx = 1.

n ist ¢(x) =_fx h(t)dt eine Verteilungsfunktion auf [0,00[ u

= h dx. Umgekghrt ldsst sich jede stetig differentierbare Ve
gsfunktion ¢ mit positiver Ableitung auf [0,00[ in dieser We -
ten. Beispielsweise fuhrt die Funktion h(x) = e > auf die Ve
gsfunktion ¢@(x) = 1-e %,

Ist also eine Folge % ={ xn} hdx-glv. in [0,00 [ , dann gil

1 N 0o
lim % Z g(xn) =fb g(x)h(x)dx

N =3 00 n=1
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r alle R-integrierbaren Funktionen g auf [O,oo[ . Nun ist wegen der
s>tigkeit der nirgends verschwindenden Funktion h eine reellwertige
1ktion f auf [0,0[ genau dann R-integrierbar und O(h(x)) (fur

f .
+ 00), wenn die Funktion g = I auf [0,00[ R-integrierbar ist. (9)

t daher gleichbedeutend mit

N f(x ) 00
2) lim 2 oS =_L £ (x) dx

N —» 00 n=1 n

Zl=

r alle R-integrierbaren Funktionen f auf [0,0[ , die O(h(x)) sind.

e Menge dieser Funktionen bezeichnen wir kinftig mit S(h(x)).
Andrerseits gilt f ¢ L([0,0[) genau dann, wenn g =-I-f1‘ ¢ L([0,00[).

s der Gultigkeit von (10) fiir all fe€ L([0,00[) folgt also die Gul-

gkeit von (9) fiur alle g e L([0,00[) und nach Satz 1, Bemerkung 2,

e hdx-Gleichverteilung der Folge % . Wir erhalten als folgenden Satz:

tz 5. Es sei heR+([0 ®]) wie in (8). Eine Folge % ={xn} ist genau

nn hdx-glv. in [O oo , wenn
N f(x ) oo
1) lim ﬁ- Z =f f(x)dx fur alle fé&S(h(x)).

N = 00 n=1 (0}

erbei kann S(h(x)) ersetzt werden durch L([0,00[) oder L+([O,oo[).

Wir wenden dies auf die Funktion h(x) = e * und p(x) = 1-e * an.
. eine in [0,00[ hdx-glv. Folge f= {xn¥ zu erhalten, gehen wir von
ner in [0,1] glv. Folge M= {ynk aus. Ohne Einschrinkung der Allge-
vinheit ko6nnen wir annehmen, dass yn #Z 0 fur alle n gilt (andernfalls
innen wir durch Streichung aller Nullen in N stets eine glv, Folge
‘eser Art erhalten). Dann ist auch die Folge Ti' ={ 1-y } glv, in
»,1[ und 1- Yy # 1 fir alle n. Nach der auf Satz 2 folgenden Bemer-
ing ist die Folge % ¢ ﬁq ) —{ -log ynk hdx-glv. in [0,00 [ . Wegen

x ) = Yn und der Umkehrbarheit aller Schritte erhalten wir folgen-

»s Ergebnis:

»r.5.1. Ist die Folgevl={ yn} glv. in ]0,1] , dann gilt

N f(-log yn) o)

.2) lim L E _— =f f(x)dx filir alle feS(e—x).
N y
n=1 n (0}
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"l={ yn} eine Folge in ] 0,1] und gilt (12) fiir alle fe¢ L([0,0[),
1 isty glv. in Jo,1]
Setzen wir in (10) £ =} . (Osa<b<oo), dann erhalten wir
i (a,b[ "=
eine in [0,c0[ hdx-glv. Folge £= {xn}
1 & )/ca bE(X)

lim = = b-a fiUr alle a,b

N —» 00 h(X)
(0Osa<bec<m).

; fuhrt zu einer Charakterisierung hdx-gleichverteilter Folgen in
o[ analog zu Definition 1:

g A . + .
: 6. Es sei 5 = {an)' eine Folge in [0,c0[ und hé R ([0,00]) wie in
Fiir 0Sa<b< oo sei Bh(E;a,b;N) definiert durch

N X (x.)
B ( ;a,b;N) = Z _[_a_’ﬂ__n_ R
h'g oy} h(x )

Folge‘? ist genau dann hdx glv. in [O oo[ wenn

"B (5 a,b;N) ,
lim ~—————— = b-~a fUr allec a,b (0Ofa<b<oo)

N
N -3 00
vis: Nach Satz 5 brauchen wir nur nachzuweisen, dass (10) fiir alle
,+([:0,00L) gilt, Ist f(x) = O fir alle xz cz1l und
inf{h(x) : Osxgc} , dann gibt es in gegebenem £ » O eine end-
ite (nichtnegative) Linearkombination g charakteristischer Funk-

E (0= aj<ag<...< a,_1v23 = c) derart, dass

e Xia o,
H f-g " < 5 min (1,m)

.« Wie im Beweis von Satz 1 folgt

N f(x) oo | £(x )-g(x.)
%P_h___.( n)_'_j f(x)dx§% : ;:( )n‘ +
=1 *n ¢} ) n=1 *n
c : g(x ) (o)
+ l f(x)-g(x)jdx +{ = 'n - g(x)dx ] <
/0 I h(x_) .!{

7,
Zlee
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* hinreichend grosses N.

Diskrepanz-Sidtze

Die Giite der Approximation in (11) kann fiir bestimmte Funktionen
iittels der Diskrepanz der Folge {xn} abgeschitzt werden. Der folgen-

Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 4.

z 7. Es sei h €R"([0,00]) wie in (8) und @(x) =th(t)dt fiir x2 0.
mer sei %::{'xn} eine Folge in [0,00[ , £ eine rgellwertige Funk~
m auf [0,a>[ und é auf [0,00[ von beschrédnkter Variation V(%).

m gilt

N
% l%:[::l h(xn) -/

n 0

f(x)dx lg v(%)n?(g,m

fiir alle N2 1.

Wir bemerken, dass unter den angegebenen Voraussetzungen die
‘kktion % bezliglich der Verteilungsfunktion ¢ Uber [O,od] Riemann-
.eltjes-integrierbar ist; das angeschriebene Integral ist also de-
iliert und endlich.

Fiir den Spezialfall h(x) = e-x erhalten wir unter Berlicksichti-
g von (7) folgendes Korollar (die Folgen {ynk und {1—yn} in] 0,1[

)en gleiche Diskrepanz):

*.7.1, Es sei f eine reellwertige Funktion auf [O,a)[ und exf auf

o[ von beschridnkter Variation V(exf). Ist 7z= {yn} eine beliebige
.ge in]0,1[ , dann gilt

N f(-log y. ) fo's)
| 32 - 2 [t
n=1 n [0}

<V(e*£).D6p,N)

fur alle N2 1.
Satz 5 und Satz 7 kénnen insbesondere zur Berechnung von Inte-
1len Uber beliebige endliche Intervalle [a,b] verwendet werden,
m f durch f'xfa,b] ersetzt wird. Es ist aber unbefriedigend, dass
(14) nicht die Variation von f sondern die Variation von S eingeht,

h
Il dass die Diskrepanz D?(f,N) mittels der Differenzen

| 22— per-g |
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ldet wird, nicht aber mittels der nach Satz 6 eigentlich n#her
:enden Differenzen
Bh(?;a,b;N)

X - (b-a) | .

rdings wire es sinnlos, das supremum der Ausdriicke in (15)
*all a,b (0Ofa<b<o) zu nehmen, da dieses wegen der Beschrinkt-

von Bh(};a,b;N) stets unendlich ist. Wir definieren also zu-

st flur jedes feste c¢c» O

Bh(f;a,b;N)
Eh(i,N,c) = sup -5 - (b-a){.
Ofac<hbsgc

_8. Es sei heR ([0,00]) wie in (8). Die Folge ?={xn§. ist genau

hdx-glv. in [0,o[ , wenn

lim Eh(f,N,c) =0 fiir alle ¢ >0
N->o00

is. Ist (16) erfillt, dann gilt (13) und nach Satz 6 ist z hdx-glv
O, [. Wir setzen nun umgekehrt die Gultigkeit von (13) voraus,

n ¢» 0 und die natirliche Zahl m vor und wihlen No derart, dass

. . ke (k+1)c .
‘ N A

N

1
gl0
A

1

2
m .
fur alle N2 NO und O£ k2 m-1,

eien a,b (0f a<bgc) beliebig gegeben und

k c (k +1)c
a a
-—g a < ———————
m m
(k,-1)c k ¢
b < bg b .
m m
. kac kbc
folgt (mit trivialen Anderungen fiir a = —— oder b = - )




, dann
Ist
eschlo

ger vo

N
[{o]
=1

Ly

ger in

iation

eis. W

-13-.

Bh(?;a,b;N)

+
~~
)
1
J/
T
I
o
N
TN

1 + 2.(l
m

Ha

= + 5 +2 S fir alle N>N .
2 m m (o}

m

gewdhlt worden, dass der letzte Ausdruck kleiner als &

Eh(%’,-N,c);é fiir alle N2 N,. Damit ist (16) bewiesen,

komplexwertige Funktion auf [O,a)[, dann heisst die

Hille der Menge {):e [0,00[ : £(x) # 0} bekanntlich de

heR ([0, ®]) wie in (8) und 5 { x } eine Folge in
' sei f eine reellwertige Funktion auf [0 o [ , deren
_enthalten ist und die auf [O,C[ von beschrénkter

ist, Dann gilt
N f(x)) c

> —— - f (x)dx
SN !)

gV(f)Eh(E,N,c), fir alle N2 1.

‘(¢) = O schliessen wir wie im Beweis von Satz 4

/c N f(xn) N f(e)-f(x ) /c
' f(x)dx - —_— = —_—— +Nf (%).x +
(0] n=1 h(xn) n=1 h(Xn) 0
c
-N_f x df(x) =
0
N c
Z _/ af (x) - NJ( x df(x) §
n=1 x 0
n
N e X (xn) c
Z A0xL _© aro - N[ x af(o) =
= h(x_ )
n=1 n 0

c. N (A (xn)
’ —[Z EO’EL - Nx] df(x) £ N.E_(§¥,N,c).V(£).
(x.) h E
(0] n=1 n
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» Anwendung derselben Ungleichung auf die Funktion -f liefert
ler das gewinschte Resultat.
Ist die reellwertige Funktion f auf dem Intervall [0,0] von be-
‘dnkter Variation V(f,c), dann ist die Variation der Funktion
0,¢] auf jedem Intervall [O,c+€] (£>0) nach oben beschrinkt durch

e) + |£(c)|. Setzen wir

+
E (%,N,c) = 1im E_(§,N,c+€)
h ? P 0 h ;

. erhalten wir durch Anwendung von Satz 9 folgendes Korollar:

9.1: Es sei he.R+([0,oo]) wie in (8)und % ={ xn} eine Folge in

o[ . Ferner sei f eine reellwertige Funktion auf [O,oo[ , die in

m Intervall [0,0] von beschridnkter Variation V(f,c) ist. Dann

1 N f(xn)
! N Z h(xn)

n=1

Cc
X[o,cj(xn) —[) f(x)dx ‘g[:V(f,c)+|f(c)]].
. E;(%,N,c) ftr alle ¢> O und alle N> 1,

Wiahrend die Diskrepanz (6) bei gegebener Folge ? nur von N ab-
't, geht in Eh(g,N,c) noch der Parameter ¢ ein. Unter der zusitz-
en Voraussetzung der Monotonie von h (wie sie beispielsweise fiir
= e_x gegeben ist) konnen wir beide Diskrepanzbegriffe auf ein-
e Weise miteinander in Verbindung bringen, Die Notwendigkeit einer
tzlichen Annahme Uber h wird klar, wenn wir bedenken, dass bei
em N die Diskrepanz Eh(§,N,c) nur von den Werten von h an den end-
vielen Stellen Xioee Xy
,N) aber wegen ¢(x) = ’/ h(t)dt die Gesamtheit aller Werte von
(6]

abhidngt, zur Bildung der Diskrepanz
X

rangezogen wird.

10: Es sei he R+([O,ooj) wie in (8) und monoton fallend, sowie

x )
=~f h(t)dt fur xz O und ? eine Folge in [0,m[ . Dann gilt
0]

2
h(c)

N D "
Eh(f,N,g) £ ¢(§9N) fiir alle ¢ >0 und alle

N2 1,
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eis: Fir OSa<bgc gilt

B, (§;2,b;N) = oon _l 1 % X[a bl:(xn)
N N = h(xn)
o ¥ (x)
h(x)
o
x .
Funktion __%EzBL ist auf [0,00[ von beschrédnkter Variation und
r hat ihre Schwankung dort den Wert hf;) . Nach Satz 7 gilt wegen
- < 2
) T h(e)
B (?'a b;N)
h H H ] 2
_—_— - < D
N (b=2) | ¢ 5y Do(§:M

aus die Behauptung folgt.
Wir wenden dies wieder speziell auf den Fall h(x)=e_x an und

alten aus Kor.9.1 unter Berlicksichtigung von (7) folgendes Ergebnis:

z 11: Es sei f eine reellwertige Funktion auf [0,00[ , die in jeden
ervall [0,c] von beschrinkter Variation V(f,c) ist und gl ={ yn} eine
ge in ]JO,1[ . Dann gilt

N f(-log y.)
1 n
) '- % géi e ﬁto,cj(—log(yn» +
C L]
_‘[ f(x)dx|s Z[Y(f,c)+lf(c)” ecDéq,N)
(0]

fir alle ¢>0 und N2 1,

Aus Satz 9 und 10 geht hervor, dass bei gegebener Folge< und mono-
fallender Funktion h die Approximation in (17) um so besser ist,
langsamer h fiur x-»00 gegen O konverg;ert. Anschaulich ist das auch
12lb klar, weil die Funktion ¢(x) =u/ h(t)dt dann fiir x-»o00 gleich-
siger gegen 1 konvergiert und die Gl?eder der Folge { ¢-1(yn)} sich

ichmidssiger Uliber die positive Halb gerade verteilen. WdZhlen wir
[

5telle der Funktion h(x) = e‘x etwa die Funktion h(x) = 1T
(x+1)

» 0), dann tritt an Stelle von (19) die Formel
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1.
1 - .
N fly ¢ , j c
-}- - n ] 1 =1\ - <
[ Y2 Tz froe1(T1 é e s o vee, o0 feco]
£ z
éyn Yo ' (c+1)1+& D(q,N),
&
:iiell fiur &=1 ‘
N f( ¥ —1) c
1 1
N Z_ X [o, c]( '1> '{; £ 2[V(f,0)+lf(0) l] .
n=1 vy, ,
« (c+1) D ,N)
bei Wahl von h(x) = 1 die Formel
i 1 (x+e)[10g(x+eﬂ

N Yn_ n S'L
% zi SL.ElEL_:EQ_X[O c]( - ) f f(x)dxl< z[v(f c)+lf(cﬂ]
y

n

-(c+e)[log(c+e)]2.DCﬁ,N).

Mit Hilfe von Satz 10 k¥nnen wir noch eine zu Satz 8 analoge

age beweisen, in der der Parameter c nicht mehr aufscheint,

12: Es sei he.R+([O,oo]) wie in (8) und monoton fallend. Fiir
Folge 5: {xn} in [0,®[ sei Eh(;,N) definiert durch

Bh(§;a,b;N)

N - (b-a) .

Eh(}’N) = sup h(c)
OLfa<bgc<oo

Dann ist Eh(§’N) endlich.

Folge % ist genau dann hdx-glv. in [0,00[, wenn

lim E (§,N) = 0,
N —> oo h ?

X
is: Wir setzen ¢(x) =/ h(t)dt fur x>0. Fir O a<bgfc<o
(o)

Bh(;-;a,b;N)
N

h(c) - (b-2)

P h(c)Eh(%,N,c)§ ZD‘P(E,N)’

Eh('?,N)é ZD?(f,N)
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| weiter (20), falls % in [0,0[ hdx-

Andrerseits gilt

h(c)Eh(ﬁ,N,c)g Eh(%’N)

; (20) folgt also wegen h(c) # O die

> hdx-Gleichverteilung von ? in [0,

Wir bemerken zum Schluss, dass weg

iktion h in (17) die Diskrepanz Eh(g,

skeit von h) die Diskrepanz E;(%,N,c]

2)

Eh(§,N) ersetzt werden kann,

:>0 und alle N2 1.

ron (16) und damit

monoton fallender

(18) (wegen der Ste

~ch den Ausdruck
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Folgen in lokal kompakten nicht kompakten Riumen

iJleichverteilung beziliglich normierter Borelmasse.

Im folgenden sei X ein lokal kompakter nicht kompakter Haus-
‘fscher Raum mit abzihlbarer Umgebungsbasis 70 - {Vn tn>1} .
it Einschridnkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass alle V
:m sind und kompakte abgeschlossene Hiille besitzen. Das Komplém
: einer Menge A in X bezeichnen wir mit A', ihre abgeschlcossene
e in X mit A.

Es sei X* = Xy {=»} die Ein—Punkt—Kompaktifizierung von X. Die
nen Umgebungen von « in X* sind bekanntlich die Vereinigungs~
'en von {«} mit den Komplementen der kompakﬁen Mengen in X. Ist
ne bgliebige kompakte Menge in X und A = n%& Vv, dann ist
J (gga V;)' eine in der offenen Menge {«=} ‘§ A' enthaltene of-

>

Umgebun§ von @ in X . Da es nur abzidhlbar viele Mengen von
Form ( éil Vh)' gibt, besitzt auch X*ieine abzdhlbare Umgebungs-
S.

Die Klassen der Borelmengen in X bzw. X%; d.h. die von allen
akten Mengen in X bzw,. X* erzeugten g-Ringe (in diesem speziel-
Falle o-Algebren, vgl, E{J 8 5 und § 51) seien mit bezw.ﬁﬁ&
ichnet, Offenbar gilt 2;1 =Sty {Eu{w} : Eel Y . Andrer-

5 enth&lt .} 1 alle Mengen der eben konstruierten Umgebungs-~

3 in X*', also auch alle offenen Mengen in Xx; als ihre Komple-

* alle kompakten Mengen in X*‘und damit (da iﬁl offenbar ein ¢

; ist) alle Borelmengen in X .. Es gilt also & =f U{Eu [=}E e},

Infolge der Giiltigkeit des zweiten Abz#Zhlbarkei tsaxiomes ist Jjede

menge auch Bairemenge und jedes Borelmass auch Bairemass und da-
‘'eguldr (s, [ﬁj § 51 und § 52), Ist u ein Borelmass auf X und de-
ren wir uN(E) = u(E) und u*(E U {o}) = WE) fir aile Ee (also
©} ) = 0), dann erhalten wir ein Mass u%‘auf X%; das eine Erwei-

g vony darstellt und 17?X$3 =p (X) erfiillt. Die Menge aller nicht~-
alen Borelmasse auf X bezeichnen wir mit 7L, die Untermenge aller

erten Berelmasse (u (X) = 1) mit % . Die Mengen der entsprechenden

> . . 7‘?’* . ¥
erweiterten Masse seien’ und # .
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Es sei Z (X) die Menge aller stetigen komplex-wertigen Funktionen
X mit kompaktem Trdger und Jﬁm(X) die Menge aller stetigen kom-
wertigen Funktionen auf X, die im Unendlichen verschwinden (d.h,
erhalb geeigneter kompakter Untermengen von X beliebig klein wer-
. ;f+(X) undeﬁfl(x) seien die entsprechenden Mengen von nichtnega-
n Funktionen. Ferner bezeichnen wir mit C(X*), R(X") und R (X))
ehungsweise die Mengen aller stetigen komplexwertigen, reellwerti-
und nichtnegativen reellwertigen Funktionen auf X* und mit C*(X),
) und R™(X) ihre Einschrinkungen auf X. Schliesslich seien C(X),
und R+(X) beziehungsweise die Mengen aller stetigen komplexwer-
n, reellwertigen und nichtnegativen reellwertigen Funktionen auf X.
) ist die Menge jener Funktionen fé€& C(X), fiir die der endliche

e

zwert 1lim £(x) existiert. Es giltZ Mel X e ¢ X e CX),

X) ist ﬁi;«Vervollsténdigung von L (X) in der Norm |£]] = sup |£(x)]

X)) = { .1 + £ : a komplex, f«i_fm(x)}. xeX
olgenden denken wir uns nétigenfalls die Funktionen aus C*(X) auch

i1t Anderung der Bezeichnung stetig auf X* fortgesetzt. Eine Funk-
fe R+*(X) heisse Urysohn-Funktion, wenn O <f(x)< 1 fir alle xeX
Es sei1fee71* gegeben. Eine Folge {x% in X* heisst bekannt-
du%- glv. in X*, wenn

N
lim L z f(x ) = /ﬂf(x)ddu*(x) fir alle fé.C(X*)
N n *
N> o n=1 X

(s. [?] § 1; wir verwenden du% an Stelle von u% zur Kennzeich-
' des Masses, um wie in Teil I die Schreibweise bei der Betrachtung
1lut stetiger Masse beibehalten zu kdnnen). Um eine sinnvolle Ver-
:emeinerung zu erhalten und S&dtze liber Gleichverteilung in kompak-

Rdumen anwenden zu konnen, verwenden wir folgende Definition.

2. Es sei pe?l gegeben. Eine Folge {x& in X heisst dpy -glv. in

renn
1 N
lim = 2 f(x ) = J f(x)cdu(x) fir alle feZ(X)
N n
N 5 w n=1 X
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Der Trédger T(u ) eines Masses u ist bekanntlich die abgeschlossene
le der Menge aller Punkte in X, fir die jede Umgebung positives Mass
itzt., Falls T(u ) kompakt ist, ist Definition 2 konsistent mit der
inition der du -Gleichverteilung der Folge {xn} im kompakten Raum
). Von Interesse sind fiir uns im folgenden allerdings vorwiegend

se mit nicht kompaktem Triger.

fssatz 1: Es sei ue¢7l gegeben., Die Folge {xg in X ist genau dann

-glv, in X, wenn sie du* -glv, in X*'ist.

2is: Ist {xn} dp*;glv. in X*, dann gilt (2i? ipd damit auch (23).

sei nun {xn} du-glv, in X, Wegen u(X) = 4 (X ) =1 gilt (22) jeden-
»*

ls fiir alle konstanten Funktionen auf X . Aus (23) folgt ferner die

tigkeit dieser Gleichung filir alle Funktionen fenim(x), da sich jede

:he Funktion durch Funktionen aus .Z (X) gleichmissig approximieren

sen, Da jede Funktion f & C(X*) Summe einer Konstanten und einer

ttion aus £ (X) ist, gilt (22).
(o]

o + »* 3% 43¢
Offenbar kann in (23) £ (X) durchZ (X), C (X), R (X) und R (X)
:tzt werden. Ausserdem gilt (23) nach Hilfssatz 1 und.]}] Satz 6
I fiir die in Definition 3 beschriebene grossere Klasse von beschrink-

aber nicht notwendigerweise stetigen Funktionen.

3: Eine reellwertige Borel—messbare Funktion f auf X heisst bezlig-
| eines Masses up<& T/ R-integrierbar, wenn es zu jedem € > O zwei

>*
(tionen fl,f € R (X) derart gibt, dass f ;i?;fz und

2
}z(x)—ﬁh(x)]ddu(x) <g gilt.

1

Flir unsere Zwecke ist die im folgenden Hilfssatz angefiihrte Klasse
beziliglich eines Masses pw & "1 R-integrierbaren Funktionen von be-
lerem Interesse:

'ssatz 2: Es sei p<¢7l gegeben und f eine beschrinkte, Borel-mess-
: reellwertige Funktion auf X, die in X, abgesehen von einer ab-
‘hlossenen p-Nullmenge A,stetig ist. Dann ist f beziiglich p R-in-
‘ierbar.

vis: Wir setzen wie tiblich £ = max (0,f) und f = max (0,-f).

- + _—
. gilt £ = f+—f und f ,f besitzen die gleichen Eigenschaften wie
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Ja Differenz zweier R-integrierbarer Funktionen wieder R-integrier-
ist, geniigt es, die Behauptung fiir eine nichtnegativwertige Funk-

. £ zu beweisen,

b3
Wir definieren f(x) = O und setzen A = A U {~}. Dann ist A* eine

> . > »*
yakte M '-Nullmenge in X und f ist stetig auf X A* (\ bedeute

rentheoretische Subtraktion). Es sei W, eine offene Umgebung von

1
gilt. Ferner sei W, eine offene

€
2 [£]]+1 2

W.c Wl. Wir widhlen zwei Urysohn-Funktionen

n X7, fir die u*(wl) <
thung von A*'in'X*'und W2
L& R (X derart, dass

2
O fiir x¢W
hl(x)=

2
1 fir x:ﬁ“&

¥
O fir x¢ A

h, (x)= {
1 fiir xgin

5. Wir setzen fl = f.h1 und fz = f.h2 + Hf

f(x) =‘f2(x) fir x ¢ W1

£G0h (x) <2 g, (x) =£(x) + Hf”(l—hl)(x))

|&1—hl). Dann gilt

fl(x)

fl(x)

.. . W
flir xe Wl\, 9

0 <f(x) <f,(x) = £(x)h,(x) + ||£]| fir xe W

fl (X) 27

> £, £ <f, insbesondere auf X. Wegen fl(x) = 0 und fz(x) = || £]|

>
x& A sind fl und fz stetig auf X*. Ferner gilt

=0 fiir xgw1
fz(x) - fl(x) {

A

2 ||£|| fir xeW

1

folgt
) [fz(x)—fl(x)]cldu(x)f Ix*[fz(x)—fl(x)] au (x) <
E
= 2 llelfwanp) <.

Nach Hilfssatz 2 ist die charakteristische Funktion XE jeder
slmenge E in X, deren Rand das Mass O hat, bezliglich u R-in-

rierbar., Setzen wir in (23) f = XE, dann erhalten wir die
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ige, dass fiir eine in X dp -glv. Folge {xn} ihre relative Hiufig-
in E gegen das Mass von E strebt (s. {?] Satz 6). Dass sich diese
ige sogar unter schwicheren Voraussetzungen auch umkehren ldsst,
1ir vor einigen Jahren Herr Professor Hlawka (damals bezugnehmend
len Fall eines kompakten Raumes X) brieflich mitgeteilt. Da in der
mein zuginglichen Literatur ein entsprechender Satz meines Wissens
nicht zu finden ist (vgl. Bﬂ § 2.8), sei der Beweis des folgenden

8 vollsténdigkeitshalber zur Ginze wiedergegeben.

13: Es sei ue7l und eine Folge £ = {xn} in X gegeben., Flir eine

menge E ¢.% und N >1 sei A(£;E;N) definiert durch
N
AGGEN) = ] x(x ).
n
n=1

'olge £ ist genau dann dup-glv. in X, wenn

A(&;E;N) _

1lim N

N>

u(E)

lle kompakten Borelmengen E =& gilt, deren Rand das: Mass O be-

s: Nach dem oben gesagten haben wir den Beweis nur mehr in einer
g+

ung zu fihren. Es sei (24) erfiillt und f ¢ (X) gegeben. Fir Jjede

e Zahl a >0 setzen wir Ea = {x : £(x) > a}. E° bezeichne den of-

Kern Von.E. Fir O £ a <B gilt Ea = E&:@ EZ o{x : f(x)>a}l> E_ =

B
rEg. Die Randmengen Ea\>EZ und EB\ E: sind daher disjunkt. Wegen
= 1 konnen héchstens abzidhlbar viele Mengen Ea positives Mass

. Ist € >0 gegeben, dann wihlen wir ao =0 < oy <...%< an—l <
o
_ - .. <i< .
<o derart, dass a;-a, _; <€ und u(Ea; Eai) O fir 1<i<n gilt,
=0 ist Ea = X, flir i>1 sind die Mengen Ea kompakt.
) i
lgt n-1 n-1
E(x) - ¢ ;izl o Xp B x) = i}_jl a; (xp ®=-xp &) =
- % i+l - %5 %541
= - = <
1 eyman ) xg @ £, (%) S £(x)
i=1 o,
i
n n
f < = a - =
@2 ) a X N LA R G S O S €D
i=1 o o, i=1 o, o,
i-1 i i-1 i

n
= 'Zl(ai—ai_l) Xg x) = L, + €
= *i-1
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alle xc X, Wegen (24) erhalten wir

N
J f(x)du (x)-€ ;J fl(x)xdu(x) = 1lim % 2 fo(x ) 2
X X =

N> n=1 1°n
1 N
< 1lim inf = z f(x )
= N n
N> n=1

N
J £(x) du(x) +¢ ;J fz(x) du (x) = lim % 1 f(x) 2
X =

X N> 1 20®
1 N
2 lim sup Y f(xn).
N> ® n=1

beliebig gewdhlt war, folgt (23).

Ist das Mass pe? nicht auf einer abz&hlbaren Menge in X konzen-
rt und § = {xn} eine beliebige Folge in X, dann gibt es kompakte
en E von positivem Mass, fiir die A(£;E;N) = O fir alle N21 gilt.
Menge X \ {xn :11;1} ist ndmlich offen und von positivem Mass,
der Regularitdt von u folgt die Behauptuhg. Die Gleichung (24)

im allgemeinen also auch bei du -Gleichverteilung der Folge £

nicht fiir alle kompakten Mengen. Andrerseits siéht man wie im
is von Satz 14 leicht, dass jede offene Umgebung einer kompakten
e eine kleinere offene Umgebung dieser Menge enthdlt, deren Rand
Mass O besitzt., Wenden wir das auf die abzdhlbare Menge jener
e Vn,Vm@'O an, filir die Vneivm gilt, dann sehen wir, dass wir bei
benem Mass p¢ 7l ohne Einschrénkung der Allgemeinheit annehmen
en, dass der Rand jeder Menge der Umgebungsbasis % das Mass O
tzt. Aus (24) folgt dann, dass jede dy -glv. Folge im Triéger des
es u dicht liegt.

"Ist ue7l gegeben, dann ist die Existenz dp -glv. Folgen in X
h ein bekanntes metrisches Resultat tiber Folgen in kompakten
en gesichert (s. [@] Satz 11), das sich auch auf den Fall eines
1 kompakten nicht kompakten Raumes ilibertragen lédsst. Es sei X
Menge aller Folgen in X (also das kartesische Produkt von ab-
bar vielen Exemplaren der Menge X) und X: die Menge aller Fol-

in X*. In Xco bzw. X: fihren wir mittels u bzw.u* wie iliblich
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»* .
normiertes Mass U, bzw, U, ein, indem wir das Produkt von ab-
. ¥ >
lbar vielen Exemplaren der Massriume (X,Z ,u ) bzw. (X ;&*,u )

den (s. [@] § 38). Dabei ist (Xw,igm,uw) die Einschridnkung von

ip W ¥ . * . . .

<ty ”m) auf die Menge &meaﬁ»w, die wir auch erhalten, wenn wir

>
X: die p:-Nullmenge aller Folgen in X abziehen, filir die min-
>
tens ein Glied (d.h. eine Koordinate in Xw) gleich » ist., Da
* *»
-fast alle Folgen in X dp -glv. sind, sind um-fast alle Folgen

»*
{ du*—glv. in X , Aus Hilfssatz 1 schliessen wir:

z 14: Es sei pe% gegeben und M, das zugehoérige Produktmass im
sharen Folgenraum (X mfz;). Dann ist um—fast jede Folge in X

-glv., in X,

Da es zu jedem Mass pe? dy -glv. Folgen gibt, lidsst sich
1 jede in X tliberall dichte Folge zu einer dy -glv. Folge umordnen
[3] satz 17).

Inbeschréankte Funktionen

Es sei wieder y«7% gegeben. Aus Hilfssatz 2 und der Bemerkung,
Definition 3 vorangeht, folgt, dass fiir eine duy -glv. Folge
- in X die Beziehung (23) auch fiir alle beschrankten (und daher
matisch integrierbaren 'stetigen komplexwertigen Funktionen auf
lt. Wir untersuchen nun in welchem Masse die Beziehung (23) auch
integrierbare, aber unbeschrinkte stetige Funktionen auf X zu-
ft.

Es sei fe,R+(X) unbeschridnkt und fiir jedes k> 1 die beschrink-
tetige Funktion fk definiert durch fk(x) = min {f(x),k} fir alle
. Ist die Folge {xn} dy -glv. in X, so erhalten wir

N N
lim inf = ) £(x ) 2 lim’’

Now N 501 N 5 o n=1

Z-
~1
H‘

W
»~
Lo
N’

]

= J f (x)dy (%) fiir alle k> 1.
X k =

ie Folge {fk} monoton gegen f konvergiert, gilt
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lim J fk(x)du (x)
X

K > o

I f(x)du (%)
X
daher jedenfalls

N
lim inf % Z f(xn) ;jx f(x)dy (x).

v trifft (23) sicher fiir alle nicht integrierbaren Funktionen aus
) zu,

Die folgenden S&dtze zeigen, dass die Gliltigkeit von (23) im all-
inen nicht auf alle stetigen integrierbaren Funktionen ausgedehnt
en kann, wie auch die dy -glv. Folge {xn} in X gewéhit wird. Fiur
- solche Folge gibt es aber sicher unbeschridnkte integrierbare

ige Funktionen auf X, fiir die (23) erflillt ist.

15: Es sei pe? gegeben und {xn : 1; n < o} eine abzidhlbare

ullmenge in X, deren abgeschlossene Hiille nicht kompakt ist.

+
existiert eine integrierbare Funktion fe& R (X) derart, dass

lim sup 5 2 f(xn) = ® ,
N » ) n=1
k
is: Wir setzen Wk = &g 'Vh und erhalten eine monoton gegen X

ergierende Folge offener Mengen W, mit kompakter abgeschlossener

k
o+
e, Wir definieren induktiv eine Folge von Funktionen fséu_ x).
ei n, = 1 und m, der kleinste Index m mit folgenden Eigenschaften:
€V
*1

m
u(Vm)< 3.

wihlen die Urysohn-Funktion f, 27 (X) so, dass

1
1 filir x = Xl
fl(x) =
{ 0 flirxdv
om
1
und erhalten
f £,0du & g u <3,
X 1

o +
Es seien die Funktionen f .,fréwc (X) und die Indizes

1,--

m2 <ere <mT, n1 <n2 < oo <nr bereits so gewdhlt, dass folgende
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ngungen erflillt sind:
1) fs(x) = 0 filir alle xgiVm (12sir)
s
2) V.nV =6 (1Ss<tir)
m m

s t
3) x ¢ W fir 1<nZin (12sir)
n m S
s
4) 1
f £ (x)d u(x) <= (12s3ir)
X 2
n
5)»1— Esf(x)=s (12ssr).
n s n
s n=1

Infolge unserer Voraussetzung sind nicht alle X in W; enthalter

. . e Y
ein der kleinste Index n derart, dass x <« W , sowie m der
r+l n- m r+1

nste Index m mit folgenden Eigenschaften:

wdhlen die Urysohn-Funktion f;+164;+(X) so, dass

{ 1 fir x = Xn
f' . (x) = r+1
r+l 0 fir x4V
§ m
r+l1

- 1
und setzen fr+1 = (r+1)nr+1fr+1.

Of fenbar gilt no.>n, und m .4 >m.. Die Bedingungen 1) - 3)

auch fiir r+l an Stelle von r erflillt. Ferner gilt

1
<
J fr+1(X)d M) ;(r+1)nr+1 U(Vh ) r+l
X r+l 2
vegen 3) und der Wahl von n_q
n
r+l
L E f (x ) = L f (x ) = r+l
r+l " n n r+l “n °

nr+1 n=1 r+l1 r+l1
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0

Nun setzen wir f = 2 fs, Wegen 1) und 2) ist f nichtnegativ
S=
1

lwertig. Ausserdem gi %

r My
f(x) = X f (x) fiir alle xe U v =W ,
so1 s m=l m m,

ist f in jedem Punkt xe& X stetig., Aus 4) erhalten wir

J fx)du(x) = ) J fs(x)dll(x)< 1.
X s=1 X

arseits folgt aus 5) fiir jedes s21

n n
] S

I sap2z ] £ =5,
s n=1 s n=1

i

v

1 N
lim sup = ) f(x ) = o,
N n
N+ n=1
Die Voraussetzungen von Satz 15 sind insbesondere €rfiillt, wenn
icht atomar ist (d.h. u({x}) = O fiir alle xeX gilt; vgl. [4]
) ,nicht kompakten Tridger besitzt und die Folge {xn} in X du -

ist.

15,1; Es sei ein nicht atomares Mass u mit nicht kompaktem
er gegeben und {xn} eine dp -glv. Folge in X. Dann existiert eine

integrierbare Funktion f R+(X) derart, dass

1 N
lim sup ¥ 2 f(xn) = 0.
N+>w n=1

Zwecks Vereinfachung der Sprechweise bedienen wir uns folgender

nition:

3: Es sei peil und eine Folge & = {xn} in X gegeben. Eine Borel-
bare komplexwertige Funktion f auf X heisst (§,du )-summierbar,

f duy -integrierbar ist und
N
. 1
lim 2 f(xn) = f f(x)dw (x)
N > n=1 X
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Die Folge g ist also genau dann dp -glv. in X, wenn jede Funktion
R+*(X) (g,dy )-summierbar ist., Unter den Voraussetzungen von Korol
15.1 gibt es aber stets eine integrierbare Funktion f e R+(X), di
1t (g,dy )-summierbar ist.

Besitzt das Mass u¢?/einen kompakten Tridger T( M) und ist die
-glv. Folge &= {xn} in T(u) enthalten (solche Folgen gibt es
ts), damn trifft die Aussage von Kor. 15.1 sicher nicht mehr zu,
jede Funktion f& C(X) auf T(u) stetig und beschrinkt, also auch
ly )-summierbar ist. Dass auch die andere Voraussetzung in Kor.

- nicht einfach fallen gelassen werden kann, zeigt das folgende
ipiel.

Es sei X die Menge aller natiirlichen Zahlen in. der diskreten To-
igie und uw<? definiert durch

(kD = = 1sk<w).
2
Menge aller integrierbaren komplexwertigen Funktionen ist ein-

. die Menge aller Folgen f von komplexen Zahlen, fiir die die

e «©
I | £ fdux) = ) Lf—(kk—)L
X k=1 2

k

ergiert. Beispielsweise ist die durch f(k) = 25 definierte Funk-
k

auf X unbeschrédnkt (es gilt sogar lim f(k) = ), aber du -inte-

rbar, k>

Wir definieren die Folge & = {xn} in X folgendermassen:

= u >

X1 1 fiir allem2>1
co " N

X5 (2m=1) 2 fir allem2>1
=3 i >

X4 (2m-1) fir allem21

emein

X 1 =k flir allem2>1, k21,
2 (2m-1)

ede natiirliche Zahl n auf genau eine Weise in der Form
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n = 251 2n-1) (m>1, k>1)

\rieben werden kann, ist die Folge & durch (26) wohldefiniert.

:>1 gegeben, dann gilt (flir die einpunktige Menge {x})

A(g;{k};N) = m fiir 2k'1(2m-1);N< 2571 (oms1)

.}, und fir solche N weiter

m < A(E;{k};N) < m
o¥ L om+1) N = ok 1 an-1)
-1 ACg;{k};N) 1 I
K < N T Tk<Tx J
27 (2m+1) 2 2 (2m-1)
‘éﬁéii%iiﬁl - lﬁ < —E——l——— fiir Zk—1(2m—1); N~<2k—1(2m+1).
2 2% (2m-1)

s3sondere gilt

ACE;{k;N) 1 < 1 fiir alle N 21.

N 2k 2k

J;Zk—l folgt dies aus (27), wenn wir m=1l setzen, fiir N'<2k—1 ist
{k};N) = O und (28) daher ebenfalls erfiillt.
Es sei nun f eine beliebige komplexwertige dH -integrierbare

tion auf X und € > O willkiirlich gegeben. Wir wdhlen erst k0 so

5, dass

]f(k) < e

k=k +1 2k
o]

. Da bei gegebenem k in (27) mit N auch m gegen oC wdchst, k&nnen

2inen Index N0 derart finden, dass

A kBN 1 € g
N 2k =2 . (1+lf(k) l) fir alle N;No und
© fir 1SkSk
. Es folgt
N (e} o0
1 ) [ _l ACE;{k};N) £ (k)
L Vexy-| t@ane| =] ) 250 rao- ] 22 <
Nopop X k=1 N k=1 28
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(o]
AE;{k};N) 1 l
L Bt B E 4 ¢ S
T k=1 N oK
ACg;{k};N) _ 1 e |f(k)
* kzk M I N oK |f(k)|-5-kzl k_(L+]£ (0
o
+ ) E%—)l < 2€ fir N2N_.

k=k +1 2
o

ist die Funktion f(£,du )-summierbar.

In einem lokal kompakten nicht kompakten Hausdorffschen Raum X

es stets eine abz#hlbare Menge {ak : 1<k <=} ohne Hiufungspunkte
tifizieren wir die natlirliche Zahl k mit dem Folgenglied a, und

k
tragen wir die eben angestellten Uberlegungen auf das durch

1
p({a, }) = =
k 2k

fir alle k21

X definierte rein atomare Mass pe f , dann erhalten wir: In einem
1 kompakten, nicht kompakten Hausdorffschen Raum X gibt es stets
rein atomares Mass u&7 mit nicht kompakten Tridger und eine du -
Folge & = {xn} derart, dass jede dM -integrierbare komplexwerti-
inktion (§,du )-summierbar ist.

Flir eine reellwertige Funktion f auf X schreiben wir wie iiblich
f(x) = oo, falls f ausserhalb geeignet gewdhlter kompakter Mengen

1 beliebig grosse positive Konstanten nach unten beschrinkt ist.

15, Es sei ue7l gegeben und & = {xn} eine in X duy -glv. Folge.
gibt es eine (§,duy )-summierbare Funktion fe.R+(X) derart, dass

f(x) = ©.

is: Wdhrend es im Beweis von Satz 15 darauf an kam, eine Funktion

mstruieren, die auf den Gliedern der Folge & moglichst hiufig
sichend grosse Werte annahm, konstruieren wir nun eine Funktion
wf den Gliedern der Folge £ so selten grosse Werte annimmt, dass
> die Schwankung der Folge {% f(xn)} nicht stark beeinflussen

n=1
:n.
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k

Wir setzen wie im Beweis von Satz 15 Wk = éfa Vm und kdnnen ohne

:hrankung der Allgemeinheit voraussetzen, dass der Rand jeder

2 Vm das Mass null hat. Wegen

Ry

(

_ ko
. 1
N s g (YY)

ft dasselbe fiir jede Menge Wk zu, Wir bestimmen wieder induktiv

+
Teilfolge {Wk } und eine Folge von Urysohn-Funktionen fscw; R (X)

setzen k1=1 undS fl (x) =1 fiir alle x¢ X. Ausserdem wihlen wir

L so gross, dass

A(E;W.5N)
- = - ! < i
N u(Wl) 1 fiir alle N_>_=N1
Es seien die Indizes k, <k, < ...<k_ , die Zahlen N, <N_< ..,<N
1 2 r + 1 2 r
iie Urysohn-Funktionen fléiﬁaé "'Z.fr in R (X) bereits so ge-

t, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

& i <n< < g«
1) X Wks fir 1=‘n=Ns-l (1gssr)
2) Wk CWk (Lgssr)
s-1 S
1
! <
3) wW ) 2 ——7 (A2<sZr)
s 2
(0} fir xewk
4) fs(x) = { s-1 (1<sz2r)
-1 fir x¢wks
1 N 1
5)| = ) f.(x) - | f(xdux)|<= fir alle N2N_ (1<s<r)
N s n s 2 ="r ==
n=1 X r
ACE;W! ;N)
P .krA AR 1
6) —x " u(Wkr) < . fir alle N;Nr

s = 1 ist Bedingung 1) leer und Bedingung 2) und 4) erfiillt, wenn

l‘ormal Wk = @ setzen). Wir bestimmen zunichst den Index kr+1

lass die gedingungen 1) - 3) fir r+1 an Stelle von s erfiillt sind

>k
r

lann die Urysohn-Funktion fr € R+(X) so, dass Bedingung 4) auch

+1
+1 an Stelle von s erfiillt ist. Insbesondere gilt dann fr+1=éfr'
.esslich wdhlen wir den Index Nr+1 >Nr so, dass 5) und 6) fiir r+1

.elle von r erfiillt sind.
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-]

Wir setzen nun f(x) = z fs(x). Da die Folge {Wk } durch Ein-
lessung vollstédndig geo%ﬁ%et ist, folgt aus 4) S
r
f(x) = ) £ (x)  fir alle x ¢ W,_ .
s k
s=1 r

srsehen daraus, dass f auf ganz X nichtnegativ reellwertig und

.g ist. Fir alle xéwk gilt f(x);r, woraus lim f(x) = folgt.

X
:rdem ist f wegen der Kbschétzung >

©

x) du(x) = 2 J fé(x) du(x)< 1 + z u(Wé') 23
X < '

s=1 s=1. "s
rrierbar.
Ist N2 1 gegeben, dann ist r durch die Ungleichung Nr;N< Nr+1
sutig bestimmt., Wir erhalten wegen Bedingung 1) und (29)
1 N 1 N r+2
= 2 f(x ) =% 2 Z f (x) =<
N n=1 n N n=1l s=1 s n
r N 9 N
= Z N z fs(xn) + N Z fr+1(xn) =
s=1 n=1 n=1
ro. N A(E;Wkr;N)
< = —_— <
< 2 N 2 fs(xn) + 2 N L
s=1 n=1
r ,
< 2 f (x)du(x) + - W' )+ 1 <
= s 2 k r =
s=1 X r r
3
< J £(x) duG) + S+ ——
= X 2
.t N auch r gegen oo strebt, folgt
1 N
lim sup ¥ Z f(x );:f f(x) dux).
N > n=1 0 ’x

iieraus in Verbindung mit (25) die Behauptung.

+
Ist eine Funktion ge R (X) gegeben, dann bezeichnen wir in An-
iIng an die fur Funktionen einer reellen Veridnderlichen gebriduch-
+ Schreibweise mit O(g) die Menge aller komplex-wertigen Funk-

m f auf X, flr die es eine von f abhidngige kompakte Menge Af und
ebenfalls von f abhingige positive Konstante Cr derart gibt, dass




17. E
er sei

Funkt

is: E

isen. .

ne kom

nschaf

er sei

gilt

lim
N >

lim
No>ow

m sup
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|f(x)| <cp g(x) fiir alle xéA%

ue7? gegeben und & = {xn} eine dy -glv. Folge in X.
unktion ge,R+(X) (§,du)-summierbar. Dann ist auch

:0(g)n C(X) (&,du)-summierbar.

gt die Behauptung fiir Funktionen f& O(g)a R+(X) nach-
solch eine Funktion f und ein € > O gegeben, sowie

Menge in X und c eine positive Konstante mit folgenden

f(x) < cg(x) fiir alle x€ A’

J g(x)d u(X)<% i
Al

rysohn-Funktion h & £7(X) so gew#hlt, dass
h(x) =1 filir alle x€ A.

g = gh + g(1-h) und gh65ﬁ+(X)
N

g, (x ) (1-h(x )) = lim L Z g(x )- lim g(xn)h(xn):

N> an N> n=1

2|+
Ragk=

1]

J g(x) du(x) - [ g(x) h(x) du(x) =
X X

= f g(x) (1-h(x)) du(x) <

X

€

s f g(x) du(x)< <,

Al
) )

f(x )(1-h(x_))< lim 2 cg(x )(1-h(x)) < =
n;. n n N > o Nn=1 n n

1 N 1 N .
(%) lim N f(xn)h(xn)+ lim sup ¥ Z f(xn)(l-h(xn)) 2
o n=1 N> n=1

A

f(x) h(x) du(x) + € <

< f(x) dux) + €.

|
|

->
X
X
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€ > O beliebig gewdhlt war, folgt hieraus in Verbindung mit (25)

Behauptung.
Sind endlich viele (£,dy)-summierbare Funktionen fl,...,fm in
m :
x) gegeben, dann ist auch ihre Summe f = 2 fk (£,duy)-summierbar

damit auch jede Funktion der Klasse O(f)%f%(x), die sicher jede
Klassen O(fk)n C(X) (1 <k <m) umfasst; im allgemeinen aber grdsser
ihre Vereinigung sein wird. Dieses Resultat lidsst sich in folgen-
Weise auf den Fall einer abzidhlbaren Menge von (§,du)-summierbaren

ktionen fke R+(X) tibertragen:

z 18, Es sei pe? gegeben und £ = {xn} eine du-glv., Folge in X, so-

{fk} eine Folge von (§,du)-summierbaren Funktionen in R+(X). Dann
+
t es eine (§,duy)-summierbare Funktion fe R (X) derart, dass

O(f) fur alle k>1.

S
eis: Wie im Beweis von Satz 14 setzen wir WS = ng Vm. Fir jede

ktion chR+(X) definieren wir

”g“s = sup {!g(x)] : er_S} (s21).
ner sei 1 §
0. = sup = f (x) - f f (x) du(x) (k>1).
k N> 1 N nl k' ' n X k =

jede Funktion fk (¢,duy) -summierbar ist, ist o) endlich.

Wir wdhlen zunédchst eine monoton gegen O konvergierende Folge

itiver Zahlen ck derart, dass

c f (x) du(x) < ©©
1 k fX k

[e) < o0
kK

w
I ~18 Il 8

5
(=Y

t. Wir bestimmen nun induktiv eine Teilfolge {ck }

<k 6 <..<k «<...), fiir die S
2 s

) c, < 1 fir alle s>1

ks 2%+l |l )

illt ist und betrachten die Funktion
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jeder Menge WS (s ‘>=1) ist f wegen (31) eine gleichmissig konver-
: Reihe stetiger Funktionen, also ist f auf ganz X nichtnegativ

.wertig und stetig. Wegen c und (30) ist f integrierbar und

k =C
S

s

f f(x) du(x)
X

Il
Il ~1 8

c f f (x) du(x) <
slksXS B

A
It~ 8

c f (x) du(x).
s=1 S fX S

i € >0 gegeben und r>1 so bestimmt, dass
oo 0

[¢] < Cc <
z kos 2 scs €
s=r+l1 s s=r+l1

Da jede Funktion fs (§,dy)-summierbar ist, existiert ein NO;I
't, dass filir jedes s<r
N
1 €
' I 2 fs(xn) —f fs(x) du(x)| < -
n=1 X

k
s

flir alle NZ—'No

Es folgt
1 N
lﬁ L £(x) - f £(x) du(x)| =
n=1 X
oo ' N '
= zc[§2f<x>—ff(x)du(x)]iﬁ
s=1 KgLN 2y s m x °
Do |51 I
< c N f (x) - J f (x) du(x)| + c o 2
s=1 ks n=1 s n X S s=r+1 ks S
£
< r . — + €= 2¢ fiir alle N>N .
= T = 0

ist £ (£,dy)-summierbar. Ausserdem gilt

fs=<=cl—f’
k

s
alles bewiesen ist.
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nbeschrédnkte Masse

Wir betrachten nun ein nicht notwendigerweise normiertes nicht
iales Borelmass u auf X, Ist p endlich, dann ist das Mass

E%ET M normiert. Ist die Folge & = {xn} in X du'glv., dann gilt

uEx) oy
lim N z f(xn) = J f(x) du(x)
N+ o n=1 X

alle (g, i%ﬁf )-summierbaren Funktionen f, insbesondere fiir alle
glich u R-integrierbaren reellwertigen Funktionen auf X.

Um die Integration auch im Falle eines unendlichen Masses U

lie Durchschnittsbildung iliber Funktionswerte auf Elementen einer
2 £ in X zurtckfiihren zu kénnen, gehen wir wie in Abschnitt 3 zu
nmit p &dquivalenten Mass W' lber. Um die S#tze der vorangehen-

\bschnitte anwenden zu konnen, miissen wir aber sicherstellen, dass
1

ladon-Nikodym-Ableitung h = du_ und die zu ihr inverse Funktion 1

du h
.g sind ([4] § 31, § 32).

ssatz 3, Es sei pell gegeben. Dann existiert eine tiberall posi-

Funktion h € R (X) derart, dass h(x) du(x) = 1.
X
s: Fir jedes Vné)g sei hnéif+(X) eine Urysohn-Funktion, die auf

ysitiv ist., Ferner sei {an} eine Folge positiver Zahlen mit fol-

:n Eigenschaften:
(<]
Y o <
n=1 n
(=]
z o [ h_ (x) du(x) <oo.
n=1 * Jx ©

co

Die Funktion h' = 2 an hn ist liberall positiv, integrierbar und
=1 . . . g
umme einer gleichmgssig konvergénten Reihe stetiger Funktionen

't stetig. Das Integral h'(x) du(x) ist sicher positiv, also
'zt die Funktion X
1

h = [E6) @ B’
X

erlangten Eigenschaften.
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1
u(x)
lich, dann ist die Funktion h sicher nicht konstant. Durch

Ist u endlich, dann kénnen wir einfach h = setzen, Ist u
mete Wahl der Funktionen hn konnen wir stets erreichen, dass
Unendlichen verschwindet. Beispielsweise konnen die Funktionen
folge des Zusammenfallens von Borel- und Baire-Mengen in X und
» gewdhlt werden, dass sie ausserhalb von Vn verschwinden ( Eﬂ
C,E, § 51 D). Dann gilt
© © '§ _
' - < s ( .
h'(x) nZN+1 @ hn(X)=nZN+1 @ fiir alle x}'Lézl Vn’
wird auch h ausserhalb geeigneter kompakter Mengen beliebig

Lo

Ist pwe7 gegeben und h wie in Hilfssatz 3, dann ist das durch

u' (E) f h(x) du(x) fiir alle E €.5
E

yierte Borelmass ' normiert., Es existiert nach Satz 14 sicher

du'-glv. Folge & = {xn} in X, Fir diese gilt dann

lim
N> o

Z=

N
g(x ) = g(x)h(x)du(x) flir alle ge0(1)nCX),
n=1 n X

» fiir alle beziiglich W' R-integrierbaren reellwertigen Funktionen
f X. Setzen wir in (32) f = gh, dann erhalten wir

N f(x)
n

lim
N > n=1 n

Zl=

= J f(x) du(x).
X

19. Es sei ne7i gegeben und h wie in Hilfssatz 3, sowie g ={xn}

Folge in X. Die folgenden Aussagen sind &dquivalent:

ie Folge & ist Thdu-glv,

33) gilt flr alle fe&<o(X).

33) gilt fir alle f=0(h)n CX).

33) gilt flir alle beziliglich u R-integrierbaren reellwertigen

inktionen f e O(h).

is: Ist & "hdu-glv. und feO()n C(X) gegeben, dann gilt fir die
tion g = %wao(l)c:C(X) die Gleichung (32), also fiir f=gh die

chung (33). Dies zeigt die Implikation a)=>c). Wegen
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DcO0(h)n C(X) folgt b) aus c). Ist b) erfiillt und ge . (X) gegebe:
1 gilt (33) fir die Funktion f = ghe . (X), was auf die Gleichung

I fihrt. Also trifft (32) fiur alle Funktionen geéf(x) zu und £ ist
1-glv.

Un die Aquivalenz a)é3 d) zu erhalten, iiberlegen wir, dass die
jenden Feststellungen iiber die reellwertige Borelmessbare Funktion
.eichbedeutend sind:

Yie Funktion g = % ist bezliglich des Masses p' R-integrierbar.
u jedem € >0 gibt es zwei Funktionen fl,fze R*(X) derart, dass
1 2 % 2 f, und < [ﬁz(x)—fl(x)] h(x) du(x)< & gilt.

u jedem € >0 gibt es zwei Funktionen fi,fé& O(h) ri R(X) derart,

' ' ' -] h < . :
ass fléfé f2 ungi JX .)Efz(x) fl(x)J du(x)<& gilt (aber nicht
otwendigerweise Y € R (X)).
ie Funktion f liegt in O(h) und ist bezliglich des Masses u R-in-
egrierbar (die einschridnkenden Funktionen in R*(X) kénnen dann

elbst in O(h) gewdhlt werden).

st also d) #dquivalent mit der Giiltigkeit von (32) fiir alle beziig-
u' R-integrierbaren reellwertigen Funktionen g; dies ist aber

er dquivalent mit a).

Der Trédger eines unendlichen Borelmasses y ist sicher nicht

akt. Ist u nicht atomar, dann gibt es nach Korollar 15.1 zu Jjeder
-glv. Folge &= {xn} in X stets eine "hdu -integrierbare Funktion

Jr(X) derart, dass
1 N
lim sup ¥ 2 g(x ) = oo
n
N > n=1

. Setzen wir f = gh, dann ist fe R+(X) dd -integrierbar und
N

lim sup = z fﬁf&l— =

N »>ow N n=1 h(xn)

.1gemeinen ist es also nicht méglich, die Folge & so zu wihlen,

(33) fiir alle du -integrierbaren Funktionen in C(X) zutrifft.

regenstiick zu dieser Aussage liefert der folgende Satz.

vt + . . .
20. Es sei H el gegeben und g« R (X) du-integrierbar. Dann gibt

.ne Funktion h wie in Hilfssatz 3 derart, dass fiir jede hdH-glv.
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2 {xn} in X

| =
[ ]
=2
~
"
~

lim —_— = I f(x)du flir alle f< 0(g) n C(X)
N
N > n=1 n X

is: Wir widhlen zuerst eine Funktion h1 wie in Hilfssatz 3 und

en h_+g
h = 1

1+ J g(x)du(x)
X

ist auch h eine Funktion von der in Hilfssatz 3 beschriebenen

Es sei nun die Folge {xn} in X hdp-glv. und die Funktion

(g)n C(X) gegeben. Dann ist die Funktion h:ig beschridnkt und
1

f f
= = —— (1+ J g(x)du(x)) < K1+ J g(x) du(x)).
h h1+ X = X

liegt £ in O(h) und aus Satz 19 c) folgt die Behauptung.

Fiir eine dp-integrierbare Funktion f& C(X) gilt (33) genau

, wenn die Funktion % (¢, hdy)-summierbar ist. In Ergénzung

atz 19 lassen sich daher aus den S&dtzen 16, 17 und 18 die fol-
en Aussagen ableiten:

_21. Es sei ue? gegeben, h wie in Hilfssatz 3 und {xn} eine in

du-glv. Folge.
s gibt stets eine du-integrierbare Funktion fe R+(X), flir die

hl 1 N f(xn)
1lim 'ﬁ 2 TX)‘=J f (x)du(x)
N> n=1 n X
f(x) .
auch 1lim ET§Y =00 gilt.
X >

iilt fir eine dpy-integrierbare Funktion g4aR+(X)

N g(xn)
lim = —_— = I g(x) dp(x),
N> Nnﬂlﬂﬁg X
1 gilt auch L N f(xn)
lim T ) = f(x) du(x) fir alle fe0(g)n C(X).
N h(x_)
Nos o n=1 n X
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s sei {fk}c.R+(X) eine Folge duy-integrierbarer Funktionen, fiir die
N f (x))
lim % ) B%{—?—: f £, (x) du(x)  fir alle k21
N> n=1 n X

:« Dann gibt es eine du-integrierbare Funktion fe,R+(X), fiir die
1 ? £(x ) )
N h(x ) ~

n=1 n

lim
N>

J f(x) du(x)
X

£, € 0(f) fiir alle k21 gilt.

Von Interesse ist noch der Fall eines auf der 0 -Algebra aller
1lmengen gegebenen Masses U , das moglicherweise auch auf kompak-
Mengen den Wert oo annimmt. Ein Beispiel hierfilir ist etwa das auf

Zahlengeraden durch

u(E) =J = dx fiir alle E € &

nierte Mass u oder, im Falle eines unendlichen Borelmasses u auf

las in Abschnitt 5 eingefilihrte Mass u* auf Xf

‘'ssatz 4: Es sei &in Mass u auffg'gegeben und die Menge Y CX defi-
't durch
Y = {yeX: p(V) = oo fiir jede Umgebung V von y}

1 ist Y abgeschlossen in X-und die Einschrénkung' ul von U auf

lokal kompakten Unterraum X1 = X\NY von X ein Borelmass auf Xl'
vis: Es sei ;Q;? und V eine beliebige Umgebung von ;. Dann ist V
| Ungebung mindestens eines Punktes von Y und daher u(V) =oo. Es

it ;eY und Y = Y. Die Menge X1 = X\Y ist offen in X und daher

11 kompakt in der relativen Topologie. Offenbar geniligt auch X1 dem

.ten Abzdhlbarkeitsaxiom. Eine in X1 kompakte Menge E ist auch kom-

1 jedenfalls auf den Borelmengen von X1 defi-

't. Jeder Punkt in E besitzt mindestens eine offene Umgebung von

> in X, daher ist M

.ichem Mass. Da bereits endlich viele hiervon E iliberdecken, ist

L ul(E) endlich und ul ein Borelmass auf Xl'
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Fiir jede du-integrierbare Funktion fe C(X) gilt notwendigerweise

= 0 fiir alle y€Y, also auch

I f(x) du(x) = J f(x) dul(x).

X X1
tonnen die Integration duy-integrierbarer stetiger Funktionen also
[ntegration liber dem lokal kompakten Raum Xl zurlckfihren und
wuf die bisher abgeleiteten Sdtze anwenden. Insbesondere kénnen
iie auf X1 positive und stetige integrierbare Funktion h so kon-
ieren, dass sie als Funktion auf X1 im Unendlichen verschwindet,
stetig auf X festgesetzt werden kann. Unter anderem erhalten wir

andes Resultat:

22, Es sei ein Mass auf 2 gegeben und Y wie in Hilfssatz 4.
gibt es eine nur auf Y verschwindende du-integrierbare Funktion

l.
(X) und eine Folge {xn} in X \Y derart, dass

N f(x))
n

lim = E —_— = I f(x) du(x) fiir alle
N n=1 h(xn) X

feo(h)nCX),

iell also fiir alle f&Z(X\NY) gilt.
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